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STEP III 2017   

Hints and solutions 

 

Question 1 

 
The first result is simply obtained by expanding the bracketed expression on the right‐hand 

side using the definition of the binomial coefficients, and then combining the fractions using 

the lowest common denominator.   ∑ ଵ

ೝశభ
శೝ 	ஶ

ୀଵ  is determined by employing the first result 

of the question, finding that the terms telescope and then observing that  ܥ → ∞	ା  as 

݊ → ∞, to give the answer 
ାଵ


 .  The deduced result is obtained by letting ݎ ൌ 2 in the 

previous result and subtracting the first term of the sum in the general result.  The first 

inequality of (ii) can be obtained by expanding  	ଷܥ
ାଵ  as 

యି

ଷ!
	, observing that 

యି

ଷ!
	൏ య

ଷ!
 and 

rearranging. Similarly,   
ଶ

య
శభ െ ଵ

ఱ
శమ െ ହ!

య
  is  

ିସ଼

యሺమିଵሻሺమିସሻ
  which is negative as ݊  3  and 

so the denominator is positive, leading to the second inequality.  The first numerical 

inequality in the final result is obtained from the second inequality of part (ii) using the final 

result of (i) for the first summed term, the penultimate result of (i) for the second summed 

term (adjusting the index over which it is summed), and including the terms for ݊ ൌ 1 and 
݊ ൌ 2.  The second numerical inequality in the final line is obtained from the first inequality 

of part (ii), again including the two extra terms and using the final result of (i). 

 

Question 2 

 

 (i) is simply obtained by applying  eఏ  to  ݖ െ ܽ .  Using the result of (i) twice for ܴܵ and for 

a rotation about ܿ and equating, both sides can be multiplied by  െe
షሺകశഇሻ

మ .  In the case 

߮  ൌ ߠ ൫1  ,ߨ2݊ െ eሺఝାఏሻ൯ ൌ 0,  so  ܿ  cannot be found, and then ܴܵ is a translation by  

ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ eఝ൯ .  If ܴܵ ൌ ܴܵ, and if  ߮  ߠ ൌ 2݊π , then 

ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ eఝ൯ ൌ ሺܽ െ ܾሻ൫1 െ eఏ൯   and so either ܽ ൌ ܾ or if ܽ ് ߠ	 , ܾ ൌ   If  . ߨ2݉
߮  ߠ ് ܽ  , ߨ2݊ ൌ ߠ  , ܾ ൌ ߮  or , ߨ2݊ ൌ  ߨ2݊
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Question 3 

 
Writing down the sum of the three roots of the cubic gives an expression which must be ݍ in 
the quartic and  െܣ  in the cubic.  In the specific case, the cubic equation is  

ଷݕ െ ଶݕ3 െ ݕ40  84 ൌ 0  which has roots ‐6, 2 and 7, and thus  ߚߙ  ߜߛ ൌ 7.  Expanding 
the expression whose value is required in (ii) gives ݍ without the two terms whose sum has 

just been found, and hence െ4.  Equally the product of those two terms is (10) ݏ, and so a 
quadratic equation for them gives	ߚߙ ൌ 5 , the larger of the two roots.  Using the first result 
of (ii) with the knowledge that ሺߙ  ሻߚ  ሺߛ  ሻߜ ൌ  ൌ 0 , and that 

ߛሺߚߙ  ሻߜ  ߙሺߜߛ  ሻߚ ൌ 6, leads to the results that ߙ  and  ߚ  are the roots of  ݐଶ  ݐ2 
5 ൌ 0  and  ߛ  and  ߜ  are the roots of  ݐଶ െ ݐ2  2 ൌ 0.  Hence the four roots of the quartic 
are 1 േ ݅	, െ1 േ 2݅. 

 

Question 4 

 

Letting  log	 fሺݔሻ ൌ ሻݔfሺ , ݖ ൌ ܽ௭ ൌ e௭ ୪୬ (using the result from the formula book) and so, 

ln fሺݔሻ ൌ ݖ ln ܽ ൌ ln ܽ	 log fሺݔሻ, which substituted in the geometric mean definition 

simplifies rapidly to the required result.  Part (ii) can be obtained by substituting for hሺݔሻ in 
the expression for Hሺݕሻ and then manipulating using the logarithm of a product.  Part (iii) 

can be obtained using the result of part (i) with	ܽ ൌ ܾ, and then checking separately that 
the simple case ܾ ൌ 1 works.  In part (iv), setting the defined expression for the geometric 

mean of  fሺݔሻ equal to ඥfሺݕሻ , and taking the logarithm of both expressions yields, after 

minor rearrangement,    ln fሺݔሻdݔ ൌ ௬

ଶ
ln fሺݕሻ

௬
  .  Differentiating this with respect to ݕ, and 

again rearranging, leads to the first order separable differential equation  
ᇲሺ௬ሻ

ሺ௬ሻ ୪୬ ሺ௬ሻ
ൌ ଵ

௬
 , 

which integrates to   ln ln fሺݕሻ ൌ ln ݕ  ܿ  leading to the desired result by judicious choice 
of  ܿ. 
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Question 5 

 
Converting polar coordinates to Cartesian and differentiating each of ݔ and ݕ with respect 

to  ߠ gives a fraction which simplifies to 
ୢ௬

ୢ௫
ൌ ାᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି ୲ୟ୬ఏାᇲ
  once the numerator and 

denominator have been divided by  cos  Setting the product of two such expressions for f  . ߠ
and g equal to negative 1 and simplifying leads to ሺfg  f ᇱgᇱሻ secଶ ߠ ൌ 0 and hence the 
desired result.  Substituting for g in the displayed result and solving the resulting first order 
differential equation for f (by integrating factor or separation of variables) leads to 

fሺߠሻ ൌ ቀ
 ୡ୭ୱమ ఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ which simplifies by eliminating  cosଶ in favour of  sinଶ  ߠ  and hence , ߠ

using the given point, fሺߠሻ ൌ 2ሺ1 െ sin  .ሻߠ

 

 

Question 6 

 

The appropriate substitution for part (i) was  ݑ ൌ  ଵ , and having changed variable theିݒ
resulting integral has limits  ିݔଵ and ∞ , which can be expressed as the difference of two 

integrals with these as their upper limits and zero as their lower.  To obtain 
ୢ௩

ୢ௨
  in part (ii), 

one method is to make ܽ (the constant) the subject of the formula and to differentiate with 

respect to ݑ; an alternative is to differentiate ݒ directly, to multiply numerator and 

denominator by ሺ1  ଶሻ, to expand the numerator and then to express it as  ሺ1ݑ െ ሻଶݑܽ 
ሺݑ  ܽሻଶ leading to the desired result.  Applying this substitution to the defined  Tሺݔሻ, 
results in an integral which can be expressed again as the difference of two integrals as in 

part (i).  Taking the result of (i) and rearranging to make Tሺିݔଵሻ the subject, Tሺݔሻ can be 
substituted for using the result just found and in turn Tሺܽሻ can be replaced using the result 
of (i) with ݔ as ܽ.  The final result of (ii) is achieved by letting  ݕ ൌ ܾ ଵ , andିݔ ൌ ܽିଵ in that 
just found.  Throughout, it is important that the conditions expressed as inequalities are 

substantiated.  To find  T൫√3൯ in (iii), apply the final result of (ii) letting  ݕ ൌ ܾ ൌ √3 , 

whereas to find  T൫√2 െ 1	൯ , let ݔ ൌ √2 െ 1 and  ܽ ൌ 1 in the result  

Tሺݔሻ ൌ Tቀ
௫ା

ଵି௫
ቁ െ Tሺܽሻ , deal with T൫√2  1	൯ by letting ݔ ൌ √2  1 in the result of part 

(i) and then Tሺ1ሻ using the same result but with ݔ ൌ 1.   
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Question 7 

 

Showing ܶ lies on the ellipse is merely a matter of substituting ܶ’s coordinates into the left‐
hand side of the ellipse equation and simplifying to equal 1.  The first result of (i) is 
tantamount to finding the equation of the tangent at ܶ.  Parametric differentiation leads to  

ୢ௬

ୢ௫
ൌ െ

൫ଵି௧మ൯

ଶ௧
 giving ܮ as  ݕ െ ଶ௧

ሺଵା௧మሻ
ൌ െ

൫ଵି௧మ൯

ଶ௧
ቀݔ െ

൫ଵି௧మ൯

ሺଵା௧మሻ
ቁ which ሺܺ, ܻሻ satisfies, thus 

simplifying to the required result.  The deduction can be made by requiring that the 

discriminant of the quadratic in ݐ is positive and geometrically ሺܺ, ܻሻ is a point outside the 
ellipse.  Relaxing the restriction on the value of ܺ,  ܺ ൌ േܽ , so the inequality implies  ܻ ് 0  
and thus there is a vertical tangent and another with one possible configuration as shown. 

    

The first result of (ii) is obtained by considering  and ݍ to be the roots of the quadratic in ݐ, 

and hence being able to write down their product.  Similarly,	  ݍ ൌ ଶ

ሺାሻ
 .  The final 

result is obtained by finding expressions for ݕଵ and  ݕଶ in terms of  and ݍ respectively 
(without loss of generality), imposing the condition on ݕଵ and  ݕଶ to get an equation in  
and ݍ, and then using the first two results from this part of the question to substitute for 

the product and sum of  and ݍ. 

 

Question 8 

 

The stem can be achieved by adding the two summations, expanding the brackets, and 

observing that the resulting two summed terms telescope.  (i) is simply a case of using the 

given expression for  ܾ ,  and letting ܽ ൌ 1 (or any constant) in the stem result, 

simplifying the left‐hand side using the given note, and dividing through by  sin ଵ

ଶ
 Part (ii)  . ݔ

can be obtained by letting   ܽ ൌ ݉  and  ܾ ൌ sinሺ݉ െ 1ሻݔ െ sin݉ݔ  (or similarly  

ܾ ൌ cos ቀ݉ െ ଵ

ଶ
ቁ   in the stem which simplifies to give ( ݔ ൌ െଵ

ସ
݊  and  ݍ ൌ ଵ

ସ
ሺ݊  1ሻ . 
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Question 9 

 

The first result can be obtained by writing the equation of motion for each particle 

separately and then adding the two equations to eliminate the unknown tension; two 

integrations with respect to time complete the working once the constants of integration 

(both zero) are evaluated.  Using the result obtained, at the time ܶ (given) with the value of 
 works out to also be ܽ.  As a consequence, conservation of energy has no elastic	ݕ ,ܽ as ݔ
energy term at that instant, merely kinetic energy for each particle and the lost potential 

energy of ܣ.  Combining this equation with that obtained after the first integration in the 

initial result of the question gives simultaneous equations for the two speeds at that instant, 

and substituting for the speed of ܣ gives a quadratic with the desired result as its repeated 
root. 

 

Question 10 

 

 The first result is obtained by conserving energy for the rod and particle together 

(rotational kinetic energy and gravitational potential energy) and simplifying the algebra.  

Differentiating that result with respect to time and then simplifying gives 2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻߠሷ ൌ
݃ሺ3ܽ  2݈ሻ cos  Alternatively, the same result can be obtained by taking moments about . ߠ

an axis through ܲ.  Resolving perpendicular to the rod for the particle and rearranging the 

equation generated yields an expression for the normal reaction, ݉݃cos ߠ ቀ
ଷሺଶିሻ

ଶሺଷమାమሻ
ቁ, 

having used the previously obtained expression for ߠሷ .  This is demonstrably positive under 

the given conditions.  Resolving along the rod towards ܲ (i.e. radially inwards) yields an 
expression for the friction which is simplified using the first obtained result of the question, 

and then applying the conditions for limiting friction yields the given result.  In the case  

݈  2ܽ, the particle loses contact immediately as the rod falls away quicker than the particle 

accelerates downwards; this can be shown either by considering the equation of rotational 

motion for the rod alone about ܲ and finding	݈ߠሷ ൌ 

ଶ
 , or by observing from previous 

working that the normal reaction of the rod on the particle would need to be negative for 

the particle to stay in contact with the rod. 
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Question 11 

 

Conserving linear momentum in part (i) leads to  ݑ ൌ ௩

ெ
 , and using this result leads 

directly to the displayed kinetic energy result.  Conserving momentum before and after the 

ܯ௧ gun is fired gives  ൫ݎ  ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯݉൯ݑିଵ ൌ ሺܯ  ሺ݊ െ ݑሻ݉ሻݎ െ ݉ሺݒ െ   ିଵሻݑ
which leads to the required result, and summing that result for  ݎ ൌ 1 to ݊ gives, on the 
right‐hand side, a sum of ݊ terms, each of which can be shown to be less than (or equal to in 

one case) 
௩

ெ
 , and hence the result.  For (iii), considering the energy of the truck and the 

൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯ projectiles before and after the  ݎ௧ projectile is fired, 

ܭ  െ ିଵܭ ൌ
ଵ

ଶ
ሺܯ  ሺ݊ െ ଶݑሻ݉ሻݎ 

ଵ

ଶ
݉ሺݒ െ ିଵሻଶݑ െ

ଵ

ଶ
൫ܯ  ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯݉൯ݑିଵଶ .  

Simplifying this by collecting the terms   
ଵ

ଶ
ሺܯ  ሺ݊ െ ଶݑሻ݉ሻሺݎ െ  ିଵଶሻ  leads to theݑ

printed result via the difference of two squares factorisation and use of the result from (ii).  

Once again, summing as before with telescoping terms leads to the second printed result, 

and the final inequality follows using the inequality from (ii) via a little algebraic 

simplification; the final step is quite a slack inequality. 

 

Question 12 

 

To obtain the first result of (i), sum in turn over ݔ and ݕ from 1 to ݊ to obtain the total 

probability (1!) yields ݇ ൌ ଵ

మሺାଵሻ
 , and then sum over ݕ.  For independence, it would be 

necessary that Pሺܺ ൌ ,ݔ ܻ ൌ ሻݕ ൌ Pሺܺ ൌ ሻPሺܻݔ ൌ  ሻ and it is possible to simplify theݕ

algebra of this equation having substituted for each probability to see that there are 

numerous examples for which this does not hold.  Proceeding as at the start of the question 

to obtain Eሺܻܺሻ ൌ
ሺାଵሻሺଶାଵሻ


	and summing over ݔ using the printed result of (i) to find 

Eሺܺሻ ൌ
ሺାହሻ

ଵଶ
  (and hence Eሺܻሻ also) yields, following simplification,  ݒܥሺܺ, ܻሻ ൌ ିሺିଵሻమ

ଵସସ
 , 

establishing the required result. 
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Question 13 

 

To find  Vሺݔሻ ൌ ଶߪ  ሺݔ െ   ሻ and then expressingݔሻଶ , expanding the definition of  Vሺߤ
Eሺܺଶሻ in terms of variance yields the result.  The result for  Eሺܻሻ that is given in the 

question follows directly from the first result, and that  Vሺݔሻ ൌ ଵ

ଵଶ
 ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
  in the 

uniform case, follows from previous working, applying standard knowledge of the mean and 
variance of the uniform distribution.  In order to find the probability density function of  ܻ, it 
is simplest to find the cumulative distribution function of ܻ first which is done by algebraic 

rearrangement of  P ൬ ଵ
ଵଶ
 ቀܺ െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൏  ൰ and then differentiation to giveݕ

fሺݕሻ ൌ ቀݕ െ
ଵ

ଵଶ
ቁ
ିభ
మ
 ,   

ଵ

ଵଶ
 ݕ  ଵ

ଷ
   and  0  otherwise.  The final verification is conducted by 

integration of  ݕ ቀݕ െ
ଵ

ଵଶ
ቁ
ିభ
మ
  with suitable limits, which can be done by numerous methods 

such as expressing the function as  ቀݕ െ
ଵ

ଵଶ
ቁ ቀݕ െ

ଵ

ଵଶ
ቁ
ି
భ
మ  ଵ

ଵଶ
ቀݕ െ

ଵ

ଵଶ
ቁ
ି
భ
మ
  or change of 

variable, of which, letting  ݑଶ ൌ ݕ െ ଵ

ଵଶ
  is just one example. 

30


